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Wprowadzenie

Metoda R6znic Skonczonych (MRS):

dyskretna metoda rozwigzywania rownan rozniczkowych,
otrzymujemy przyblizone rozwigzanie funkcji w zalozonych
weztach siatki,

rOwnanie rozniczkowe zastgpowane jest operatorami
roznicowymi, a nastepnie uktadem rownan,

rozwigzanie uktadu rownan mozliwe jest po wczesniejszym
uwzglednieniu warunkow poczatkowych 1/lub brzegowych.
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Przyktad nr 1

Wiele otaczajacych nas zjawisk opisa¢ mozemy rOwnaniami
rozniczkowymi. Przyktadowo funkcja ugigcia w(x) belki opisana
jest zaleznoscia:

(D)

gdzie: x — potozenie,
g(x) — mtensywnos¢ obcigzenia,
E —modut Younga,

I(x) — moment
bezwtadnosci przekroju.
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Przyktad nr 1 (cd)

W MRS rownanie (1) zastepowane jest roznicg skonczong, ktorej
wspotczynniki zalezg od stopnia rOwnania rozniczkowego. W
omawianym przypadku:

et ot ER-EHEHEHEN <~

dx* E]

gdzie Wi
Wiy
/= w;

4

i+1

Wi+2

Nastepnie dokonuje si¢ dyskretyzacji uktadu tworzac siatke, a w
kolejnych jej weztach rozpisuje si¢ schematy roznicowe.
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Przyktad nr 1 (cd)

Na ponizszym schemacie pokazana zostala belka z przyjetymi
weztami siatkl (w0 do wb6) oraz rOwnaniami rozpisanymi dla
kazdego z nich.

h* qo/Elo
h

CI1,!E|-|
" 2;’E|2

wi 1 w, -4 w; +6 Wy 4 ws +1 We ws = h?qs/El,
w2 +1 w; -4 w, +6 Ws —4 ws ws = h? qrfEh
Ws w; +1 wy -4 w; +6 Wes| 4 w; +1 ws = h* qe/Els
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Przyktad nr 1 (cd)

Wprowadzenie weztow wirtualnych spowodowato, ze
niewiadomych w ukladzie jest wiecej niz rownan. Aby pozbyc si¢
nadmiarowych niewiadomych uwzgledni¢ nalezy warunki
brzegowe. Mozemy je sformutowa¢ w nastepujacy sposob:

1) swobodny koniec: M=0, Q=0
2) utwierdzenie: w=0, ¢=0

3) podpora (koniec belki): w=0, M=0
4) podpora (nie na koncu): w=0

Na tej podstawie uktad rownan mozemy uprosci¢, usuwajac
wiersze 1 kolumny, w ktorych ugigcia w = 0.
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Przyktad nr 1 (cd)

Pozostate warunki brzegowe zapisa¢ nalezy w postaci rOwnan
rozniczkowych, a nastepnie zamieni€ je na operatory rOznicowe
odpowiedniego stopnia 1 wyznaczy¢ nieznane ugiecia wirtualne:

W i x)= 0, stad: w,=2wgws
dx "

.
¥

o d
Q=0, czyh : - wix)= 0, stad: wg=4we-4ws.w,

dx

d ., .
=0, czyli o wlx) = 0 stad: w.,=w,
dx

w=0, czyli odrzucam odpowiedni wiersz 1 kolumne

odrzucam odpowiedni wiersz 1 kolumng
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Przyktad nr 1 (cd)

Po podstawieniu obliczonych (z warunkow brzegowych)
niewiadomych przemieszczen wirtualnych, odpowiednie wartosci
wspotczynnikow uktadu roOwnan nalezy skorygowac:

+6 w, (—4-4) w, +1 W3
-4 w, (+6+1) w, -4 W3
+1 w, -4 +6 ws; +1
+1 -4 ws —4 +1
+1 w; +6 —4 +1 h* q4/Els
w; -4 (+6-1) ws (—4+2) ws h* qs/Els
Ws (+1+1) W (—4+4-4) Ws (+6-8+4) We|=  h* qo/El,

h* Jo/Elo
h* q/El,
h? q,/El,
h* gJ/El,
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Przyktad nr 1 (cd)

Po uproszczeniu dostaniemy uktad rownan:

Kolorem szarym zaznaczone zostaly wiersze 1 kolumny, ktore
mozemy zredukowac ze wzgledu na zerowe ugigcia w podporach
(W, =w,=0).
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Przyktad nr 1 (cd)

Rozwiazujac uktad rOwnan otrzymamy aproksymacje funkcji
w(x), t]. wartosci ugiecia rozwazane] belki w przyjetych weztach
s1atki.
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Przyktad nr 1 (cd)

Wraz ze zwickszaniem liczby weztow siatki obliczane ugiecie
zmienia si¢. Uzyskiwane wyniki sg zbiezne, co pozwala na
ustalenie optymalnej liczby weztow. Na wykresie przedstawiono
wyniki dla: 7, 13, 25, 49, 97, 193, 385, 769, 1537 13073 weziow.
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Przykiad nr 1 (cd) m

Wykresy przedstawiajg lini¢
ugiecia dla:
e malej liczby weztow,
e bardzo duzej liczby weztow,
e optymalnej liczby weztow.
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Operatory roznicowe

Rownania rozniczkowe dla belki 1 odpowiadajgce 1im operatory
roznicowe, przy zatozeniu, ze El=const.

dwix) _ Ox)

3
dx

dw(x) _ Ml(x)

dx’ El

dw(x)_@lx)
dx  EI
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Wspofczynniki korygujace

ﬁ Swobodny koniec belki

dla dwach pierwszych rownan dla dwoch ostatnich rownan

wiersz w - Wiersz w ;;
wiersz w , WIersz w ; - 0 -4

iE Utwierdzenie z przesuwem

dla dwoch pierwszych rownan dla dwoch ostatnich rownan

)

WIersz w, 0 WIersz w; -4 (
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Wspofczynniki korygujace (cd)

R : )
|§ Pelne utwierdzenie

dla dwadch pierwszych rownan dla dwoch ostatnich rownan

WIEersz w WIersz w i 0
wWiersz w, § § Wiersz w ; 0

2. Podpora przegubowa
N

dla dwoch pierwszych rownan dla dwoch ostatnich rownan

0
)

)
WIersz w, - 0 WIersz w; (
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Przykiad nr 2: Moment zginajacy

Moment zginajacy opisa¢ mozna rOwnaniem:

dzw(x): M (x) 2)
dx” El
skad ,
—E]d WEX>ZM(X) 3)
dx

Korzystajac z MRS, podobnie jak w przyktadzie nr 1, rOwnanie
rozniczkowe (3) zastagpimy uktadem rownan, w ktorym
wykorzystane zostang operatory rdznicowe odpowiadajace
stopniow1 rOwnania rozniczkowego.
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Przykiad nr 2: Moment zginajacy

Macierz wspotczynnikow przyjmie wowczas postac:

—2
1

1 0
-2 1
0 O
0 0

0 O
0O O
1 -2
0 1

0
0

a po uwzglenieniu warunkow brzegowych:

-2 2 0

1 -2 1

L= : i
0O 0 O

.O 0 O

0 O
0 O
|
0 O
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Przykiad nr 2: Moment zginajacy

Rownianie (3) przyjmie wowczas postac:

2 2 0 0 0 0

I =21 -0 0 0
M="25 s s e
o0 0 1 =2 1

0 0 0 0 0 0

gdzie po podstawieniu w miejsce wektora w wartosci ugiec
(wyznaczonych w przyktadzie nr 1), otrzymamy wartosci
momentu zginajacego M.
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Przykiad nr 2: Wykres momentu

Wykres momentu zginajacego belki z przyktadu nr 1, uzyskany
za pomocg MRS (dla liczby 25 weztow oraz obcigzenia
roOwnomiernie roztozonego q=15kN/m):
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Wytyczne do projektow

e Tematy projektow znajduja si¢ w katalogu z materiatami do zajec.
Prowadzacy podaje nr zadania (1 do 56) oraz symbol zatozen
(A-R), np. 3-C.

e (Ocena projektu zalezy od stopnia trudnosci wykonanego zadania:

e ocena 3,0 — wyznaczenie wykresu linii ugiecia belki dla
statej siatki punktow,

e ocena 4,0 — okreslenie optymalnej liczby weztow na
podstawie analizy zbieznosci rozwigzania,

e ocena 4,5 — dodatkowo wyznaczenie wykresu momentu
zginajacego dla optymalnej gestosci siatki,

e Ocena 5,0 — dodatkowo wyznaczenie wykresu sity
poprzecznej dla optymalnej gestosci siatki.
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Wytyczne do projektow

e Sprawozdania przyjmowane bedg tylko w wersji elektroniczne;j
(PDF) 1 powinny one zawierac:

stron¢ tytulowa,

schemat statyczny oraz dane do projektu,
dyskretyzacje uktadu (oddzielny rysunek),

war. brzegowe w postaci rownan roézniczkowych,
oraz dodatkowo w zaleznosci od zakresu projektu:

e 3,0: wykres lini1 ugi¢cia belki dla statej liczby weztow oraz
wartosci ugie¢ ekstremalnych,

* 4,0: wykres pokazujacy zmiennos¢ rozwigzania w zaleznosci od
roznej liczby weztdw, wykres linii ugiecia belki dla optymalne;
liczby weztow oraz wartosci ugie¢ ekstremalnych,

* 4,5: wykres momentow zginajacych dla optymalnej liczby
weziow

e 5,0: wykres sity poprzecznej

skrypt z kodem programu (na wezwanie prowadzgcego).
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Nazewnictwo plikow

* Pliki projektow nalezy nazywa¢ wg nastepujacego kodu:
Nazwiskol Lp7 MRS 12G.pdf

gdzie za Nazwiskol podstawiC nalezy swoje nazwisko
(bez polskich liter) oraz inicjat imienia. Dalej podac
nalezy numer grupy laboratoryjnej, kod MRS
oznaczajacy temat projektu (Metode Roznic
Skonczonych) 1 na koniec numer tematu.

* Gotowe pliki sprawozdan nalezy skopiowac¢ do katalogu
wskazanego przez prowadzacego.

LABORATORIUM METOD OBLICZENIOWYCH — KATEDRA MECHANIKI KONSTRUKCJI



23

Wskazowki

 Wykres ugiecie belki w 205450
zgodny z przyjetym |
znakowaniem stosowanym
na Wytrzymatosci
Materiatow 1 na Mechanice
Budowli zapewnia opcja

e set(gca,'YDir','reverse')

plot(0:h:L, M/1000,
xlabel( )
ylabel( )
set(gca,

x1imC[-0.1 L+0.11)
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Wskazowki

* Prawidtowe wyskalowanie
okienka z wykresem
zapewniajace widocznosc
Op1SOW 0s1 zapewnia opcja

« sizefig(750,500)

File Tools

BODAbLED -

plot(0:h:L, M/1000,
xlabel( )
ylabel( )

set(gca, ,
x1im([-0.1 L+0.1])
sizefig(750,500)
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